
用 GERT 方法解决两个抛硬币问题1 

一、 GERT 方法简介 

GERT 方法(Graph Evaluation and Review Technique)又称图解评审技术，它是

结合流线图理论 (flow graph theory)、矩母函数 (MGF，Moment Generating 

Function)、计划评审技术(PERT，Program Evaluation and Review Technique)来解

决随机网络问题的一种方法。 

1 流线图 

流线图是最基本的网络技术之一。它以网络图形式表示所研究系统或问题中

各变量之间的关系。流线图由节点、枝线和通过枝线的流三个基本要素组成，如

图 1 

 

A、B 为节点， A与B 之间的关系通过它们之间的有向枝线（箭杆）连接，

R 为这条枝线的参数，表示 A与B 之间的定量关系。变量 A与B 之间的依存关系

为 B RA= ， R 反应了变量间的相互定量关系，也称作传递系数。这是流线图的

基本特征。 

(1)  流线图的线路和回路 

线路：流线图中，由一系列连接两个节点的枝线组成，且每个节点只通过

一次。在下图 2 中，从节点 1 到节点 5 的线路有三条：1 2 3 5→ → → ，1 2 5→ → ，

1 3 5→ → .一条线路的值等于该线路上各传递系数的乘积。在图 2 中，线路

1 2 3 5→ → → 的值为 .a c h× ×  

回路：流线图中，从一个节点开始，通过一系列依次连接的枝线，又回到

原开始节点的线路，且除原开始节点外，其他任何节点只通过一次。在下图 2 中，

有两条回路，节点 3 自身的回路及回路 2 4 2→ → . 一条回路的值等于该回路上

各传递系数的乘积。图 2 中，回路 2 4 2→ → 的值为 e d× . 

                                                        
1 本文第一部分引用我硕士论文中的部分内容，主要目的是：一方面向大家介绍 GERT 方法，另一方面作

为阅读本文第二部分时的参考内容。 
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图 1  最基本的网络图组成 



 

(2)  回路的阶 

    流线图的求解与流线图中回路的构成情况密切相关。关于流线图中回路的

“阶”: 

    1 阶回路：从一个节点出发又回到本节点的回路，即上面所提到的按回路定

义组成的回路。图 2 中的节点 3 自身的回路及回路 2 4 2→ → 都属于 1 阶回路。 

2 阶回路：由两个互不接触（即没有公共节点）的 1 阶回路组成的，其值等

于组成该 2 阶回路的两个互不接触的 1 阶回路值之积。 

n阶回路：由 n个互不接触的 1 阶回路所组成，其值等于这n个 1 阶回路值

的连乘积。从定义可以看出，n（ 2n ≥ ）阶回路已经不是严格意义上的回路了，

因为组成该 n阶回路的 n个 1 阶回路是互不接触的。 

图 2 中存在一个 2 阶回路，组成该 2 阶回路的 1 阶回路分别是节点 3 自身的

回路及回路 2 4 2→ → ，所以该 2 阶回路的值为 ( )f e d× × . 

(3)  梅森公式（Mason′s Rule） 

    梅森公式是求解流线图及随机网络模型的最重要也是最基本的公式之一，通

过梅森公式可以求得流线图中任意两节点间的等效传递系数。 

梅森公式的表达式为： 
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其中： 

ijT ：流线图中从节点 i到节点 j 的等效传递系数； 

kP ：流线图中从节点 i到节点 j 的第 k 条线路的值，它等于构成该线路的枝

线的传递系数乘积； 

m ：节点 i到节点 j 的线路条数； 
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图 2  流线图的线路与回路 



kΔ ：流线图中不与第 k 条线路接触的回路的特征值， 
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不与第 条路接触的奇数阶回路的值

不与第 条路接触的偶数阶回路的值； 

Δ：流线图中反映回路组成的特征值， 

1Δ = − +∑ ∑两节点间奇数阶回路的值 两节点间偶数阶回路的值 . 

为说明该公式，我们计算图 3 中节点 0 到节点 5 的等效传递系数 05T .该图中

各枝线上的字母表示该枝线连接的两节点间的传递系数。 

 

 

第一步，找出0 5→ 的所有线路，并求出不与该线路接触的回路的特征值。

线路总共有两条：  

0 1 3 5→ → → : 1P a e g= × × , 1 1 ( )i d idΔ = − + + ， 

      0 4 5→ → : 2P h j= × , 2 1 ( ) ( )f d bc df bcfΔ = − + + + + ， 

第二步，计算节点 0 到节点 5 的回路特征值， 

1 ( ) ( ) ( )bc d f i di bci if df bcf fid fibcΔ = − + + + + + + + + − + ， 

最后求得节点 0 到节点 5 的等效传递系数 05T ， 
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2 随机网络和矩母函数 

 (1)  随机网络的逻辑节点 

随机网络的节点由输入端和输出端组成。输入端和输出端的具体类型分别

见表 1 和表 2： 
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图 3  梅森公式求节点 0 到节点 5 的等效传递系数 
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表 1  随机网络节点输入端的类型 

节点名称 符号 逻辑特征 

互斥型 
 

在给定的时间内，通向节点的活动（枝线）中

只有一个能够实现。任一活动实现，节点就实

现 

兼有型 
 

通向节点的任一活动实现，节点就实现，而节

点实现的时间是通向节点的各活动中的最短者 

汇合型 
 

通向节点的所有活动都完成后，节点才实现，

节点实现时间是各活动中时间最长者。这与一

般的网络模型的输入节点相同 

 

表 2  随机网络节点输出端的类型 

节点名称 符号 逻辑特征 

肯定型 
 

如果节点实现，则由该节点开始的活动（发出

的枝线）都进行，即自该节点发出活动的概率

为 1，这与一般网络节点输出相同 

随机型 
 

如果节点实现，则由该节点开始的活动（发出

的枝线）仅有一个能进行，各活动可能开始的

情况取决于其实现概率 

 

不同的输入端和输出端可以组成以下六种节点形式： 

 

表 3  随机网络节点的类型 

       输入端 

      

输出端    

    

  

 

 

 

 (2)  随机网络的特点 

随机网络主要有以下几个特点： 

a. 随机网络模型的枝线和节点不一定都实现；互斥型输入端的枝线只能实

现其中之一；随机型输出端发出的枝线也只能实现其中之一； 

b. 随机网络中可有回路，表示节点或某些活动可以重复出现； 

汇合型 

肯定型 

兼有型  

随机型 

互斥型 



c. 两节点间可以有多条枝线； 

d. 随机网络可以有多个目标，每个目标反映一个具体的结果； 

 (3)  随机网络的分析方法与矩母函数 

随机网络模型的计算，由于有多种不同性质的参数以及有各种不同类型的节

点，因此比较复杂。目前应用数学分析方法，还仅仅局限于互斥型节点。互斥型

随机网络的每一条枝线一般有两项参数：一是该枝线可能实现的概率 ijp ；二是

完成该枝线活动所需要的时间函数 ( )ijf t 。这两项参数是随机网络中实现节点转

移的依据，又称为枝线的传递系数。随机网络模型中最基本的传递如下图： 

 

随机网络模型的互斥型节点的特点：任何时刻进入该节点的枝线只有一条

实现(从模型或图上看)，该活动实现导致该节点的实现；从该节点出去的所有枝

线实现概率之和是 1，各条枝线代表的活动互斥，即从该节点出去的活动在某时

刻只有一件可以实现，实现的概率等于该枝线上的条件概率。 

一般网络图中，串联活动的时间是相加的，并联活动在节点处取值。在流线

图中，串联活动的传递系数相乘，并联活动传递系数相加。有回路时，按梅森公

式计算。为便于理解，先考虑传递系数——枝线实现的条件概率和实现的时间均

为常量的情况。 

在随机网络模型中，枝线活动的实现时间可以是常量，也可以是符合一定概

率分布的随机变量。这里有这样一个问题，比如在串联系统中，系统实现的等效

概率是各条枝线实现概率相乘，而等效实现时间却是各条枝线实现时间相加。所

以如何处理随机网络中这两种性质不同的参数是求解随机网络模型的关键。而

且，在求解随机网络模型时，对每个活动必须知道在给定节点 i实现条件下活动 ij

实现的概率 ijp 以及活动实现时间 ijt 的概率分布或概率密度函数。 

由于随机网络模型中的时间都是常量或都是符合一定概率分布的随机变量，

所以可以根据随机变量概率分布的矩母函数的特征，把网络中相加性质的传递参

数变成相乘性质的传递参数，然后用梅森公式计算。根据概率论中随机变量概率

分布矩母函数的特征：各随机变量总和的矩母函数等于各随机变量矩母函数之

积。 

i j
( ),ij ijp f t

图 4  互斥型节点的一枝线的传递系数 



    对于随机变量时间 t和任意实数 s ，随机变量 t的矩母函数为 ( )tM s ，有 
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为连续随机变量；

为离散随机变量.

 

其中 ( )f t 和 ( )P t 分别是 t 为连续随机变量时的概率密度函数和 t 为离散随机变量

时的概率分布函数。 

引入了矩母函数就可将反映枝线活动特征的枝线实现的条件概率和实现时

间参数综合到一起，变为枝线的传递系数 ( )ijW s ，且有 ( ) ( )ij ij ijW s M s p= . 具体的

参数综合过程见下图： 

 

那么以上的串联、并联和回路的情况均可以简化。 

串联系统： 

 

 

1 3 1 3 1 3 ( ) ( ) ( )a b a bW p M s p p M s M s− − −= = . 

并联系统： 
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回路系统： 
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图 5  随机网络基本元素的传递系数 
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3 条件矩母函数 

    对有些工程技术系统及经济管理问题的研究，往往需要分析网络模型中局部

的执行情况，以及局部与总体执行情况的关系。例如，由于计算机网络中的回路

问题的存在，那么系统中有些部分就可能实现多次，这一局部实现多次就会影响

到整个系统的运行。因此，需要研究随机网络中某元素的执行次数的矩母函数及

特定条件下的条件矩母函数。 

(1)  枝线执行次数的矩母函数 

对研究的枝线的传递系数乘以 ce .注意 ce 等价于常量 1 的矩母函数。现在是

只考虑枝线执行次数的随机网络模型。以图 6 为例，研究节点 2 上的自回路的执

行次数 

 

    利用梅森公式可以得到节点 1 至节点 3 的等效传递系数， 
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当 0s = 时，有关时间的矩母函数为 1，而计数的矩母函数将被保留，即 
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图 6  研究节点 2 上自回路的执行次数情况 

1 2

1 2
( )a ap M s

( )b bp M s

( )
( )1

a a

b b

p M s
M sp−

 



0

2 1
3 3( , ) ( ) 5 1
6 2

c

s c
W

e
s c M c

e
=

−
= =

−
, 

节点 2 上的自回路执行次数的期望值可以根据其矩母函数的一阶矩确定，即 
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表示节点 1 平均每到达节点 3 一次，节点 2 上的自回路平均执行 0.5 次。 

(2)  节点执行次数的矩母函数 

求通过某一已知节点的次数的矩母函数的方法与求枝线执行次数的矩母函

数的方法完全相同。只要在进入该节点的每条枝线的传递系数上增加 ce ，因为导

入一已知节点的所有路线传递的总和等价于这个节点的实现次数。以图 7 为例，

求节点2实现次数随机变量的矩母函数。首先对进入该节点的两条枝线都加上 ce . 
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表示节点 1 平均每到达节点 3 一次，节点 2 平均执行 1 次。 

(3)  随机网络中一组元素组合执行次数的矩母函数 

    有时需要了解网络中一组元素组合的传递次数。比如，在网络系统中，自某

一点到达另一节点之前系统中发生的传递次数等。尤其是网络系统中起始节点到

达终止节点的传递次数的矩母函数。为此，系统中的所有枝线都要加上 ce ,具体

的计算方法同前两节一样，这里不再赘述。 

(4)  条件矩母函数的推导 

随机网络中的条件矩母函数是指在网络模型中某一元素（枝线或节点）通
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图 7  研究节点 2 执行次数情况 



过（或执行）一定次数的条件下，由相应的条件W 函数得到的条件矩母函数。 

要研究某元素特定执行条件下网络模型的条件W 函数，可以将一个未限定的

变量Z 乘以网络中该元素的W 函数，这称为为该元素做了“标记”。这时，网络

的等效W 函数就成为带有变量 Z 的W 函数，即 ( , )W s Z .根据函数展开为幂级数

的特性（如果函数能展开为变量Z 的幂级数，那么它的展开式是唯一的），将网

络的等效W 函数展开为相应的幂级数。 

现将网络模型加Z 标记后的等效W 函数表达为变量Z 的幂函数，即 
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式中 ( , )W s Z 为产生幂级数的W 母函数， ( / )W s j 为网络中加有标记Z 的元素执行

j 次条件下网络实现的条件W 函数。 

根据幂级数展开项的定义： 
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条件W 函数与条件矩母函数的关系可按W 函数的定义而确定，即 

( / ) ( ) ( / )W s j p j M s j= ,   ( ) (0 / )p j W j= . 

式中 ( )p j 表示当加有标记 Z 的元素执行 j 次，网络实现的概率； ( / )M s j 表示当

有标记Z 的元素执行 j 次，网络实现的条件矩母函数，且有 

( / )( / ) .
(0, )

W s jM s j
W j

=  

另外，由上面 ( , )W s Z 的幂级数展开式可得到： 

0( / 0) ( , ) .ZW s W s Z ==  

现在举例来说明：具体见图 8，求顶部回路执行 2 次的情况下网络系统的实

现概率。首先对顶部回路的传递函数做“标记”， 
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图 8  顶部回路执行 2 次的条件下网络的实现情况 



利用梅森公式可以得到节点 1 到节点 3 的等效传递函数， 
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表示顶部回路执行 2 次的情况下网络实现时间的条件矩母函数。 

上面是对仅有一个标记变量的随机网络的条件矩母函数进了推导，而有时往

往需要研究网络中两个或两个以上的活动分别处于各自特定条件下的各种相关

情况，如实现概率或条件矩母函数。 

现考虑两个活动分别处于各自特定条件下的W 母函数及条件矩母函数。其

方法是对该活动分别加标记Z 和 X ，则网络实现的W 母函数为： 

0 0
( , , ) ( / , ) .i j

i j
W s Z X W s i j Z X

∞ ∞
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= ∑∑  

式中 ( / ,  )W s i j 表示随机网络中加标记Z 的活动执行了 i次，加标记 X 的活动执行

了 j 次时网络实现的W 函数。 

由此类推，对 k 个活动分别加标记 1 2,  ,    kZ Z Z… 的W 母函数为： 

1 2

1 2

1 2 1 2 1 2
, , 0

( , , , , ) ( / , , , ) .k

k

ii i
kk k

i i i

W s Z Z Z W s i i i Z Z Z
∞

=

= ∑
…

… … "  

那么多个活动加标记条件下的条件W 函数、等价概率及条件矩母函数分别为： 

1

1 2

1 2
1 2 0, 1,2 ,

1 2 1 2

( , , , , )( / , , , )
! ! !( )( ) ( )

k

j
j

jk

i

k
k Z j kii i

k k

W s Z Z ZW s i i i
i i i Z Z Z

=

= =

∑
∂

=
∂ ∂ ∂ …

……
" "

.
 

1 2 1 2( , , , ) (0 / , , , )k kp i i i W i i i=… … ,   1 2
1 2

1 2

( / , , , )( / , , , ) .
( , , , )

k
k

k

W s i i iM s i i i
p i i i

=
……
…

 



二、GERT 方法解决两个抛硬币问题 

问题：抛一枚均匀的硬币直至出现 HTT（H 表示正面，T 表示背面），期望

要抛多少次？直至出现 HTH，又期望要抛多少次？假定出现 H 面的概率为 p ，

出现 T 面的概率为q，且 1/ 2.p q= =  

1、抛出HTT的情况 
抛硬币直至出现 HTT 情况立即停止，可用随机网络图图 9 表示： 

 

0 节点是表示抛硬币直至可能出现 HTT 的起点： 

1）当接下来出现正面时，那么离 HTT 就近了一步，从而往前走一步到达节

点 1；如果出现反面，那么要出现 HTT 就得重新开始，直至产生一个正面。 

2）到达节点 1 后（紧接节点 1 的前一次抛硬币的结果肯定是正面），接下来

只有出现反面才又向 HTT 走近一步；否则，依然停留在节点 1（有可能在节点 1

的自回路上待很久）。 

3）到达节点 2 后（紧接节点 2 的前两次抛硬币的结果肯定依次是一个正面、

一个反面），再出现反面就产生了 HTT，此时停止抛硬币；否则，回到节点 1。 

因此，从节点 0 能走到节点 3 便表示产生了 HTT，此时立即停止抛硬币。 

上图中，用Z 来对每次抛硬币做标记。对等效传递系数做幂级数展开时， uZ

的系数就抛硬币u 次出现 HTT 的概率， 3,  4,u = …  

根据梅森公式：从节点 0 到节点 3 只有一条路径 0 1 2 3→ → → ，其值为

1P pZ qZ qZ= ⋅ ⋅ ，同时不存在不与该路径接触的回路，所以 1 1Δ = ；整个随机网

络中有三条 1 阶回路，分别为节点 0 的自回路、节点 1 的自回路、回路1 2 1→ → ，

其值分别为qZ 、 pZ 、qZ pZ⋅ ，同时节点 0 的自回路与节点 1 的自回路、回路

1 2 1→ → 均不接触，因此存在有两个 2 阶回路，其值分别为 2pqZ 、 2 3pq Z ，从

0 1 2 3
pZ qZ qZ

qZ
pZ

pZ

图 9  实现 HTT 的随机网络图 



而整个随机网络图的回路特征值为 2 2 2 31 ( ) ( )qZ pZ pqZ pqZ pq Z− + + + + ，那么节

点 0 到节点 3 的等效传递系数为： 
2 3

2 2 2 31 ( ) ( )
pq ZW

qZ pZ pqZ pqZ pq Z
=

− + + + +
 

代入 1/ 2p q= = ，得到 
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因此，出现 HTT 抛硬币次数的期望值为 
3
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通过观察上述表达式形式，我们可以通过对Z 求W 的导数，再令 1Z = 便可得到

抛硬币次数的期望值，因此有 
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所以抛硬币直至出现 HTT，抛的期望次数为 8 次。 

还有一个额外的结果：抛u 次实现 HTT 的概率为

3
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2、抛出HTH的情况 
抛硬币直至出现 HTH 情况立即停止，可用随机网络图图 10 表示： 

 

从上下两张随机网络图看，产生 HTH 期望抛的次数要比产生 HTT 期望抛的

次数多一些！ 

0 节点是表示抛硬币直至可能出现 HTH 的起点： 

0 1 2 3
pZ qZ pZ

qZ pZ
qZ

图 10  实现 HTH 的随机网络图 



1）当接下来出现正面时，那么离 HTH 就近了一步，从而往前走一步到达节

点 1；如果出现的反面，那么要出现 HTH 就得重新开始，直至产生一个正面。 

2）到达节点 1 后，接下来只有出现反面才又向 HTH 走近一步；否则，依然

停留在节点 1。 

3）到达节点 2 后，接下来再出现正面就产生了 HTH，此时停止抛硬币；否

则，回到节点 0（因为，一旦在节点 2 产生一个反面，那么此时就有了连续两个

反面，那么就得重新去产生一个正面才可能出现 HTH）。 

因此，从节点 0 能走到节点 3 便表示产生了 HTH，此时立即停止抛硬币。 

Z 的作用同上。 

根据梅森公式，节点 0 到节点 3 的等效传递系数为： 
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因此，出现 HTH 抛硬币次数的期望值为 
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同上，我们同样可以通过对 Z 求W 的导数，再令 1Z = 便可得到抛硬币次数的期

望值，因此有 
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所以抛硬币直至出现 HTH，抛的期望次数为 10 次。 

抛u 次实现 HTH 的概率为
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